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SISTEMA DE PELOTA Y ARO: DISENO DEL CONTROLADOR.

Marco Antonio Pérez Cisneros’, Mark Readman® y Peter Wellstead”
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RESUMEN: Este articulo pertenece a la serie de notas de aplicacion en modelado y control
de sistemas que han sido creadas por “Control Systems Principles” para ilustrar los
principios basicos de la teoria de control. Dichos fundamentos incluyen algunos sistemas
genéricos y métodos que son comunes en muchas areas del desarrollo tecnologico y la
industria. Estas notas de aplicacion buscan explicar dichos sistemas y sus principios de una
manera clara y facil de entender. Por tanto las notas describen primero las caracteristicas
mas importantes de un sistema, como funciona y finalmente como puede ser controlado.
Diferentes sistemas en tiempo real son utilizados para demostrar la viabilidad de los
algoritmos de control. Dichos sistemas han sido disefiados por nuestro fundador Prof. Peter
Wellstead y son manufacturados por “TQ Education & Training Ltd” bajo la linea CE.
Cuando es posible, las notas de aplicacion incluyen también los resultados de los
experimentos utilizando estos sistemas. Esta nota de aplicacion describe el control del
sistema de Pelota y Aro por lo que debe leerse en conjuncién con la primera nota de
aplicacién en esta serie que discute sobre la dindmica oscilante de este problema y su
relacion con procesos de fase no-minima.

1. ¢ Que se explica en estas notas?

La primera nota de aplicacion sobre el sistema de pelota y aro no contiene ningin ejemplo del disefio del
controlador o de su rendimiento dindmico. Esta nota de aplicacion ha sido escrita para complementar esta
omision y ofrecer una discusion mas completa sobre este sistema. Por lo tanto esta nota muestra algunas
caracteristicas del rendimiento dindmico que pueden ser demostradas mediante el sistema de pelota y aro.
También se incluye una demostracion simple del controlador de inclinacidn/agitacion mediante
retroalimentacion. Algunos métodos mas sofisticados de control para el sistema de pelota y aro seran
incluidos en futuras notas de aplicacion.

2. El sistema de pelota y aro.

Retomando lo discutido en la primera nota de aplicacion, este sistema es analogo al sistema de
inclinacién/agitacion que ocurre cuando se transporta liquidos, ya sea dentro de contenedores o en forma
de combustible. EI movimiento de la pelota en la parte interior de la periferia del aro reproduce las
oscilaciones de los fluidos en tanques o contenedores durante el transporte de los mismos. El sistema de
pelota y aro es también adecuado para demostrar algunos conceptos basicos de la dinamica de sistemas y
teoria de control, como por ejemplo los ceros del sistema y los sistemas de fase minima.

La figura 1 muestra el sistema CE109, manufacturado por TQ, que es un entrenador del sistema de pelota
y aro. Los principales elementos en su construccion son:

1. Un aro que puede rotar con una pelota de acero en su periferia interior. (EI disco negro en
el centro de la figura es el aro).

2. Un motor servo, M que puede manejar el aro y controlar el angulo de inclinacion
mediante su torque z(z) .

3. Un sensor del angulo del aro@. (La flecha blanca pintada sobre el disco negro es una

indicacion visual de dicho angulo).
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4, Un sensor para el angulo de la pelota en el aro, en otras palabras, el angulo de la
inclinacion . (El puntero negro que sefiala hacia abajo es una indicacion visual del
angulo de la pelota).

Figura 1. El sistema de pelota y aro CE109.

3. El modelo del sistema de pelota y aro.

El modelo dindmico del sistema de pelota y aro se ha derivado en la primera nota de aplicacion en esta
serie. Aqui solamente se utiliza las variables que se utilizaron en los modelos finales en dicha nota. (Es
muy recomendable que revises la primera nota de aplicacion para comprender mejor los conceptos acerca
del algoritmo de control).

Figura 2. Representacion esquematica del sistema de pelota 'y aro

La figura 2 muestra una representacion esquematica del sistema de pelota y aro, donde las variables méas
importantes son:

El radio del aro: R.
El radio de la pelota: r.
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La masa de la pelota: m.

El dngulo del aro: &

El angulo de la pelota con respecto de la vertical (dngulo de inclinacidn/agitacion): .
La posicion de la pelota en el aro: y.

El torque de entrada al aro: 7(z) .

Las ecuaciones diferenciales del movimiento son:

I, +m(R-r)? w (9’]+ b, l? [H']er (R—r)sin(H—%) _(T(t)j
-m(R-r)" r)? I_b+m(R—r)2 % 0 r—g ¥y & —[R_rjsin(ﬁ—l) 0
R r? R? R R

@)

Ecuaciones del modelo diferencial linealizado.

Asumiendo que el angulo de inclinacion y = (6 Rj es relativamente pequefio, podemos reemplazar

sm(@ Rj por (6’ ;j para definir una ecuacion matricial de segundo orden de la forma:

—7)? m(R r)’ R—r _[Ror

I, +m(R-r) I 9. by 04 (R-r) R )0 (<0
2 + b, |+ mg =
-m(R-r) I_,, m(R-r)" r)? 0 =\ (R-r R-r y 0
R 2 R : R R?
)

Modelo lineal en variable de estado.
La ecuacion (2) es una forma especifica de la ecuacion:

MX + DX + KX = Bu 3)

Esta es la forma general usada frecuentemente en robdtica para formular claramente las ecuaciones
diferenciales del sistema. Es un camino conveniente también para formular las ecuaciones del sistema en

variable de estado. Especificamente si utilizamos X :(0 y)T y X, =X,X,= X, la expresion (20)
puede expresarse en ecuaciones de estado como sigue:

FE R
"~

La eleccién de la matriz de salida C dependera en los estados que se miden.

(4)

Aproximaciones y sustituciones.

Debido a que el radio del aro es mucho mas grande que el radio de la pelota R >>r, la ecuacion (2)
puede ser escrita como sigue:
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Considera que el momento de inercia de una pelota sélida es /, = gmrbz, y que el radio de la pelota es

distinto al radio de rodado, por lo que las ecuaciones pueden ser escritas como sigue:

I +mR? —mR . .
,tm ZHZ P b, l? 0 R —11 0) ()
—mR m i+1 . 0 2| meg -1 — Lo ©
51"2 y 7’2 y R Yy

Las ecuaciones matriciales diferenciales pueden separarse en ocasiones. En este caso, si el torque inercial
de la pelota m, es pequefio comparado con el del aro y el torque del motor, entonces la primera ecuacién
en (6) puede ser escrita como la conocida ecuacion diferencial para un motor de DC con una carga
inercial 7, y friccion viscosa bp,:

1G+b6 = () )

y la segunda ecuacion en (6) es:
2r; .. by . g s g
L1+ —2y+2y=R|O+=>0 8
{51’2 jy mr® 4 R 4 ( R ©

Las dos ecuaciones diferenciales que han sido separadas son muy Utiles por que nos permiten escribir el
modelo del sistema como dos funciones de transferencia en cascada, donde en la primera funcién de
transferencia el torque del motor produce un angulo del aro y en el segunda funcién de transferencia
dicho angulo del aro produce una posicion para la pelota. Estas ideas son muy Utiles para disefiar un
modelo de simulacion y los controladores requeridos.

4. Caracteristicas interesantes de la dinamica del sistema de pelota y aro.

Dos caracteristicas especiales del sistema de pelota y aro son su conveniencia para demostrar los “ceros
de transmision” y el comportamiento de fase no-minima.

Ceros de transmision.

Si la ecuacidn (8) se expresa como una funcion de transferencia:

2, &
y(s) S TR
o)~ N2 b ©
[51’2+1Js2 +—2 s+%
14 mr

Entonces es claro que la funcién de transferencia relacionando el angulo del aro &(s), con la posicion de

la pelota en el aro y(s) tiene ceros puramente imaginarios en s:ij%. Esos son los “ceros de

transmision”, lo que significa que cuando el angulo del aro es una sefial senoidal de esta frecuencia, la
posicién de la pelota en la salida es exactamente cero. EI modelo del sistema de pelota y aro puede ser
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usado para ilustrar esta transmision cero si se implementa en simulacién (aunque la implementacién en
tiempo real también se muestra en estas notas de aplicacion mas tarde).

Utilizando el modelo para MATLAB que se da al final de estas notas podemos demostrar esta
transmision cero. En particular la figura 3 muestra los resultados de una simulacion con el angulo del aro
siendo regulado por un controlador de posicién y la entrada a dicho controlador es una sefial senoidal de
1.8Hz, (aproximadamente esto corresponde al cero de la funcion de transferencia en la ecuacion (9)). La
posicién de la pelota y(z), el angulo de inclinacion yqz) y el angulo del aro &) se muestran. Notese que
después de las condiciones iniciales, la sefial en el estado estable y(z) decae a casi cero, mientras que otras
sefiales permanecen en valores considerables. Compara esto con la figura 4 que muestra las sefiales
simuladas cuando la entrada de referencia para el controlador de posicion del aro es una sefial senoidal de
1.5Hz. EIl tamafio mas grande en la sefial de posicion del aro se debe a la resonancia en la funcion de
transferencia de la ecuacion (9) en la region de 1.5Hz. El par muy acoplado de polo/cero en la funcién de
transferencia en ecuacion (9) es muy interesante para el analista de sistemas dindmicos. Un buen nimero
de estructuras mecanicas presentan estas mismas caracteristicas y en la teoria de filtros esto se considera
una caracteristica deseable cuando los canales de transmision estan empaquetados muy cerca en términos
de frecuencia y los niveles de interferencia entre sefiales deben de ser bajos.
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Figura 3: Salidas del sistema de pelota y aro después de la simulacidén con una excitacion
senoidal de 1.8Hz
Comportamiento de fase no minima y ceros de desplazamiento.

Las salidas del sistema de pelota y aro son 4(s) y y(s). De ellas es posible construir la sefial y(s) restando
las mediciones escaladas de los angulos del aro y la inclinacion. Podemos considerar que la sefial de
salida sintética x(s) es dada por:

x(s) = 6(s)— ky(s) (10)
Donde:

ks = Factor escalar de ganancia.
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Figura 4: Salidas del sistema de pelota y aro después de la simulacién con una excitacion
senoidal de 1.5Hz.

Nota que cuando ks es la unidad, x(s) es la variable %S), y esto corresponde a una version escalada de la

posicién de la pelota en la periferia del aro. Nota también que la ecuacién (10) es una combinacién de dos
salidas del sistema de tal manera que la entrada tiene dos caminos para la salida x(s). Rescribiendo la
ecuacién (10) como una funcion de transferencia tenemos:

W) o wls)
SRS

6(s)

Variando la ganancia &, , podemos graficar el lugar de raices de los ceros en la funcion de transferencia.

Para ganancias mayores a la unidad, el lugar de raices esta en el semiplano derecho. Esto significa que el
comportamiento de fase no minima ocurre en el sistema. Esto resulta en la caracteristica de fase no
minima donde la salida va inicialmente en una direccion equivocada al tiempo que sefiales escalon se
aplican a la entrada del sistema. Usando el modelo del sistema de pelota y aro en una simulacion
MATLAB se puede obtener la respuesta en la figura 5, que muestra como la caracteristica de fase no

minima en la respuesta escalon crece conforme k, se incrementa.
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Figura 5. Respuesta al escalon de fase no minima para la sefial x(s) en la ecuacién (10).

5. Control de la inclinacion

Cuando se hace un cambio de tipo escalon en el angulo deseado del aro, la pelota puede oscilar antes de
establecerse en una nueva posicion de descanso exhibiendo cierta inclinacion. Retroalimentando el
componente k; del angulo de inclinacién () , es posible suprimir las oscilaciones de la pelota y aplicar
una forma dinamica de control de la inclinacion. De nuevo utilizando la simulacion se ha generado la
figura 6 que muestra el &ngulo de inclinaciéon con y sin la retroalimentacion del angulo hacia el
controlador de posicion del aro.
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Figura 6. Resultados de la retroalimentacion del angulo de inclinacion en simulacion.
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6. Resultados experimentales utilizando el sistema de entrenamiento CE109

En esta seccion te presentamos algunos resultados experimentales que extienden las simulaciones
mostradas en secciones previas. Recuerda que una simulacién no es una cosa real por lo que los
resultados experimentales son muy importantes. En los experimentos hemos usado el sistema de pelota y
aro CE109, el software de control en tiempo real CE2000 y la unidad de interfase CE122. No se requiere
ningdn otro equipo especial. Consulta nuestra pagina Web (www.control-systems-principles.co.uk)
donde puedes observar algunos videos con este experimento.

El primer paso es el disefio de un control retroalimentado de posicion para el aro. Para esto utilizaremos
el modelo lineal que se muestra en el diagrama de la figura 7. Las ganancias para la velocidad y posicién
han sido ajustadas para una respuesta al escalén adecuada para la posicién del aro. Nota que este modelo
es esencialmente experimental, por lo que pasa por alto la constante de tiempo eléctrica del motor y otras
incertidumbres en la dindmica aro/motor. Las diferentes constantes que se utilizan en el modelo deben ser
experimentalmente determinadas para cada planta de pelota y aro en particular. El diagrama a bloques
indica los valores méaximos de las sefiales y sus unidades.

F) rad/sec o
O reference (Volts)
—(O)— & K, L y 1 >
vy p 7, s+1 s
Kw
+ 10 Volts + 100 rad/sec
K, le
+10 Volts + 7zrrad

Figura 7. Diagrama a bloques para controlar el angulo del aro.

Los parametros usados en la figura 7 son:
K ,= Ganancia del control de posicién (0.2)
K, = Ganancia del control de velocidad (15)
K, = Ganancia del motor servo (30 rad/seg/Volt)
7, = Constante de tiempo del motor servo (1.0 seg)
K, = Factor de normalizacion para la velocidad (0.03 Volts/rad/seg)
K ,= Factor de normalizacion para la posicion (5.73 Volts/rad)

K, = Ganancia del sensor del angulo de inclinacion (14.32 Volts/radian 6 0.25 Volts/grado)

Los valores nominales de los parametros determinados de la planta experimental se dan entre corchetes.

Seleccionando K )y K.

K.,y K, se escogen para que la funcion de transferencia de lazo cerrado para la posicion del aro sea de
la forma:
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o(s) o}

n

R(s) s*+2fws+w’

T(s)=

Donde

De los valores de arriba puede obtenerse la dindmica nominal de lazo cerrado. Por ejemplo, digamos que
se requiere @, =9 y ¢'=1 porloque K, =0.028 yK, =17 . Notese que los valores reales seran un

poco distintos para cada sistema de pelota y aro. El analisis supone un controlador en tiempo continuo,
sin embargo utilizando un tiempo de muestreo de Ts=50ms aseguramos estar dentro del ancho de banda
del sistema de control. Después de que el sistema de control haya sido probado, los ceros de transmision,
la resonancia y el control de la inclinacién pueden ser demostrados.

Ceros de transmision.

Utilizando los pardmetros de nuestro sistema experimental que se utilizaron previamente en la
simulacién, podemos definir la funcidn de transferencia normalizada del angulo en el aro con respecto de
la sefial y(t) (dada previamente en la ecuacion 9), tenemos:

y(s)  0.665(s” +129.2)
0(s) s°+0.5125+86.07

El grafico de magnitud para esta funcion de transferencia se muestra en la figura 8. Este trazo muestra
una transmision cero que ocurre en 1.8Hz y un pico resonante en 1.47Hz. Nota que la frecuencia cero es
un poco mas grande que la frecuencia natural de la pelota en el aro como lo predijo la ecuacion 9.
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Figura 8. Grafica de la ganancia en la respuesta en frecuencia de la Ecuacion 9 usando los
parametros reales del sistema de aro y pelota. El grafico también muestra los ceros de
transmision y la resonancia.
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En la transmision cero, la salida en estado estable de y(t) para una senoidal sera cero. Fisicamente esto
ocurre cuando no hay un movimiento relativo entre la pelota y el aro que pueda ser observado
visualmente. La posiciéon de referencia del aro se establece para una onda senoidal de 1.8Hz con una
amplitud de 1.0 y se permite al sistema alcanzar el estado estable. En un sistema practico, la frecuencia de
referencia debe ser ajustada finamente para encontrar exactamente la frecuencia cero. En la frecuencia de
transmision cero, la pelota y el aro estaran sincronizados. Ocasionalmente, debido a disturbios externos,
un transitorio ocurrira causando que la pelota y el aro salgan temporalmente de sincronia. Después de
algun tiempo, la pelota y el aro retomaran la sincronia. La sefial

y(6) =0(t) - k,p (1)

descrita en el texto, se construye de las salidas de los sensores de angulo del aro y de inclinacién. Cuando
el sistema se ajusta correctamente, los voltajes de los angulos del aro y de inclinacién seran de amplitud
constante. En el sistema CE109, dichos voltajes tienen una componente de DC que debe ser sustraida
antes de que la sefial y(z) es formada. Las sefiales se muestran en la grabadora de gréaficos en el software
CE2000 y se llevan a cero graficamente. Para encontrar el valor correcto de Kk, si y(#) = 0 entonces

6() =k (t). Esto permite definir un valor aproximado de k. En el caso de nuestro sistema dicho valor

es k=0.225. La respuesta transitoria para una sefial senoidal se muestra en la figura 9. Solamente en
simulacion, la salida cae a cero conforme la pelota y el aro se sincronizan. A primera vista, dicho
resultado parece contra intuitivo. Podria esperarse que dicho cero ocurriera en la frecuencia natural de la
pelota, lo que permanece como una pregunta abierta. ¢Por que las oscilaciones en el sistema de pelota y
aro se sincronizan a una frecuencia mas grande que la frecuencia natural de oscilacion en la pelota?

Resonancia

La frecuencia de referencia del angulo del aro se reduce ahora a 1.5Hz. Puede ser necesario reducir la
amplitud a 0.5 volts. Esto evita que la amplitud de la pelota llegue a ser muy grande, recuerda que
estamos manejando un sistema dindmico no amortiguado que opera muy de cerca de su frecuencia
resonante. Cuando el estado estable ha sido alcanzado, los dngulos de la pelota y el aro deberan exhibir
una amplitud constante. Sin embargo, el sistema de pelota y aro no sera sincronizado de aqui en delante.
El dibujo de y(t) en este caso se muestra en la figura 9b.

R, (s) 0 (s)
> Pe (S) >
v
Ks |« Kl// < Ps (S) <
Control Sensor Dinamica de
inclinacion inclinacion inclinacion.

Figura 10. Sistema de control para el &ngulo de inclinacion.
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Ball and Hoop Outputs for a Sinusiodal Excitation at 1.8 Hz
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Figura 9. a) Cero transmision en
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Ceros de fase no minima.

La ecuacion 10, que se repite aqui es:

x(s) = 0(s) = koyls)
Variando el valor de &, el comportamiento de no fase minima puede ser demostrado. Esto se ha

graficado en la figura 9c. El valor de &, se incrementa demostrando una respuesta caracteristica de un
sistema con ceros de no-minima fase.

Control de inclinacion: un compromiso clasico en ingenieria.

Para demostrar el control de inclinacién, primero colocamos un lazo de retroalimentacion de la posicion
alrededor del aro. Adicionalmente el angulo de inclinacion también se retroalimenta utilizando un
controlador proporcional. Para explicar el porque esto trabaja, considera sistema de retroalimentacion que
se presenta en la figura 10, donde:

2

)
P — n

o(s) s+2l os+o,]
p () - 0-3345(s +1.582)

s> +0.667s+87

y K es la ganancia del controlador de inclinacion. El lazo hacia delante del sistema retroalimentado de
arriba es solamente la dindmica de lazo cerrado del angulo en el aro. Dicho angulo afecta la dinamica de
la inclinacion. El angulo de inclinacion se retroalimenta mediante el lazo negativo hacia la sefial de
referencia del angulo del aro. Nétese que el angulo de inclinacion en el estado estable es cero, de tal
forma que el angulo del aro seguira una referencia constante. El siguiente paso es escoger una ganancia
de retroalimentacion para el angulo de inclinacién, lo cual representa una negociacion clasica en
ingenieria. Requerimos que el angulo del aro responda rapidamente a un comando escaldn sin causar un
movimiento considerable en la posicién de la pelota. En este contexto, el sistema de pelota y aro puede
verse como un sistema simple de una entrada y dos salidas (SITO, de sus siglas en ingles). El controlador
debera mover el aro rapidamente y al mismo tiempo debera minimizar la desviacién de cero en la
posicion de la pelota.

Se permite entonces escoger la dinamica de lazo cerrado para el aro y la ganancia del controlador del
angulo de inclinacion. La simulacion de este sistema sugiere utilizar & = 1.0y @, como la frecuencia

natural de la pelota. Esto colocara los polos dominantes de lazo cerrado en la dindmica del aro sobre el
eje real en + @, . Si K es cero no habra sefial de control de la inclinacion y el movimiento de la pelota no

esta amortiguado. El angulo de lazo cerrado del aro no serd afectado. Sin embargo, conforme K se
incrementa, el aro sera forzado a moverse cada vez mas lento para mantener la desviacion del angulo de
inclinacién tan pequefia como sea posible. Esto puede entenderse mejor examinando el lugar de raices del
sistema de arriba conforme variamos la ganancia Ks. Entonces se elige una ganancia de control de manera
que la parte real de los dos juegos de polos complejos sea igual. Para ganancias mayores la dindmica de
aro domina la respuesta de lazo cerrado. Para ganancias pequefias la dinamica de la pelota domina la
respuesta de lazo cerrado. Esto se ilustra en la simulacion y el lugar de raices que se presenta abajo en las
Figuras 11 y 12. Para una ganancia de controlador pequefia, la pelota esta ligeramente amortiguada
mientras que la respuesta del aro es muy rapida. Para valores grandes, la posicién de aro es SLUGGISH.
Entonces un valor intermedio para la ganancia del controlador tiene que seleccionarse como un
compromiso entre los dos extremos. Una ganancia de control de K=0.4 es un buen compromiso que
resulta en el lugar de raices que se muestra en el diagrama de abajo.
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Hoop position and slop angle for different feedback gains
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Figura 11. Simulacion del control del &ngulo de inclinacion.
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Figura 12. Lugar de raices con la posicién optima de los polos de lazo cerrado.

Los resultados experimentales fueron obtenidos del sistema de Pelota y Aro TQ CE109 que se muestra en
la Figura 13. Claramente el control de la inclinacién tiene un efecto muy considerable en el
amortiguamiento de la pelota y el angulo del aro exhibe una respuesta mas lenta tal y como fue predicho
por la teoria.

Dinamica de lazo cerrado.

La dinamica de lazo cerrado de la posicion de referencia del aro con respecto de la posicion del aro se
calcula mediante:

6(s) _ 88.83(s? +0.507s +86.34)
R,(s) s?+9.673s+59.64)(s’ +9.6485 +128.6)

De donde es posible definir los ceros de lazo cerrado y los polos de la dindmica del angulo de inclinacién.
Asi mismo se puede apreciar que los polos de lazo cerrado tienen aproximadamente el mismo término de
amortiguamiento como se predijo previamente en el andlisis. La dindmica de lazo cerrado de la
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inclinacién tiene los mismos polos de lazo cerrado pero con la diferencia de que los ceros de lazo cerrado
son los mismos que los ceros de lazo abierto del &ngulo de inclinacion.

w(s) 29.67s(s +1.532)
R,(s) s°+9.673s+59.64)(s> +9.648s +128.6)

El controlador CE2000 ha sido empleado para obtener los resultados experimentales que se muestran
abajo en la Figura 14. El tiempo de muestreo es T;=50ms.

Ball And Hoop: Experimental Results With CE2000, Ts = 50 ms
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Figura 13. Resultados experimentales que muestran el aumento en los valores en el control
proporcional de la inclinacion.
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Figura 14. Controlador CE2000 usado en el trabajo experimental.

7. Software de disefio y simulacion.

7.1. Cddigo para Matlab del modelo del sistema de pelota y aro.

%
% Definicion de los parametros del modelo de pelota y aro en el sistema CE109
%
bm=0.1; % estimacion del coeficiente de friccion en la rotacion del aro.
bb = 1.67e-6; % medido
la =1.6e-3; % la es M*(R"2+Ri"2)/2 y puede ser calculado a partir del radio exterior del aro (R)
% y el radio interior (Ri) asi como la masa del aro (M), que es aproximadamente 0.1kg

R = 0.085; % 20cm diametro del aro (aproximado)
r =0.0091; % 2cm didmetro de la pelota (aproximado)
m = 0.032; % masa de la pelota (aproximada)

Ib = 2*m*r"2/5; % Ib se calcula de 2*m*r*r/5 usando el radio (r) y la masa de la pelota (m)

g=9.81; % gravedad
%
% Definicion del modelo de estados — ecuaciones completas.
%
M = [la+tm*(R-r)"2, -m*(R-n"2/R;

-m*(R-nN"2/R, 1b/r2 + m*((R-r)/R)"2];
D =[bm, O;

0, bb/r*2];
K = m*g*[(R-1), -(R-N/R;

-(R-nN/R, (R-n/R"2];

B =[1;0];
%
% Conformando las ecuaciones de estado.
%
a = [zeros(2,2), eye(2,2); -inv(M)*K, -inv(M)*D]; % ver el articulo Pelota y Aro 1.
b = [zeros(2,1); inv(M)*B]; % ver el articulo Pelota y Aro 1.
c =eye(4,4); % las salidas del modelo son todos los estados del sistema ( notese que la velocidad de la inclinacion
no esta disponible en el equipo real.)
d = zeros(4,1); % el vector de entrada u es el torque del motor.
%
% Conformando el objeto del espacio de estados del sistema de pelota y aro para ser utilizado posteriormente en
los % modelos de Matlab y Simulink.

BandHModel=ss(a,b,c,d);

7.2. Codigo para Matlab para calcular K, y K,.

%

%Archivo M para calcular Kp y Kv en tiempo continuo del sistema de pelota y aro
%con ganancias nominales en el sensor.
%Ganancia de lazo abierto de la velocidad del motor
Km=1/0.031,

%Ganancia del sensor de posicion

Kt=5.72;

%Ganancia del sensor de velocidad

Kw=0.032;%

%Ganancia del sensor del angulo de inclinacién.
Kslop=14.32;

%Constante de tiempo nominal del motor.

tau=1;

%

%Respuesta deseada de lazo cerrado.

wn=2*pi*1.5;

zet=1;

%Ganancias de posicion y velocidad
Kv=(2*zet*wn*tau-1)/(Km*Kwy);
Kp=tau*wn*wn/(Km*Kv*Kt);
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[Kp="num2str(Kp)," Kv="num2str(Kv)]

s=tf('s");
Tloop=wn”2/(s"2+2*zet*wn*s+wn”2); %Dinamica del aro en lazo cerrado.

8. Palabras finales.

El sistema de pelota y aro es orgullosamente una de nuestras creaciones que ofrece una buena leccion de
dindmica de sistemas. Esperamos que este sistema sea Gtil para ayudarte a transitar caminos menos
conocidos de la ingenieria de control.

Deseamos agradecer los comentarios que nos han enviado algunos estudiantes e ingenieros con referencia
a nuestro juego de articulos sobre ingenieria de control y sus experiencias con el equipo de aprendizaje
CE. Muy tristemente sabemos que no podemos responder preguntas generales sobre el contenido de los
articulos a menos que exista un acuerdo previo con su organizacion. Para mas informacion acerca del
sistema de pelota y aro CE109 consulta la pagina de Internet de educacion y entrenamiento de TQ Ltd asi
como las ligas en nuestra pagina www.control-systems-principles.co.uk o simplemente escribe a
info@tg.com. No tenemos una referencia bibliogréfica acerca del sistema de pelota y aro, que es
precisamente el porque estos articulos existen, pero podemos ofrecerte algunas otras referencias y el
juego de video clips disponibles en nuestra pagina de Internet.
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